SUR L’APPROXIMATION INTERNE DES DENDROIDES
PAR DES ARBRES

ROBERT CAUTY

RESUME. We prove that, for every dendroid X, every tree Tp contained
in X and every € > 0, there exists a tree T' contained in X and containing
Ty and an e-retraction of X onto T'.

1. INTRODUCTION

Tous les espaces considérés dans cet article sont supposés métriques et
munis d’une distance arbitraire, mais fixée, notée d. Un dendroide est un
continu connexe par arcs héréditairement unicohérent. Un arbre est un com-
plexe simplicial connexe acyclique de dimension un (nous ne distinguons pas
entre un complexe simplicial et sa réalisation géométrique). Si A est un sous-
ensemble de X, une e-rétraction de X sur A est une rétraction r de X sur
A telle que d(z,r(z)) < € pour tout = dans X. Le but de cet article est de
prouver le théoréeme suivant.

Théoréme 1. Soient X un dendroide et Ty un arbre contenu dans X. Pour
tout € > 0, il y a un arbre T contenu dans X et contenant Ty et une e-
rétraction de X sur T.

Ce théoréme résout un probleme de Fugate ([7], p. 261), qui en avait
démontré deux cas particuliers dans [6] et [7], et a de nombreuses appli-
cations. Nous montrerons dans la derniére section qu’il implique que tout
dendroide est limite d’une suite projective formée d’arbres et de rétractions.
Mentionnons en ici trois applications simples.

Pour tout continu X, notons 2% I’hyperespace de tous les fermés non vides
de X, et C(X) 'hyperespace des sous-continus de X, tous deux munis de la
topologie de Vietoris. Si p est un point de X, C'({p}, X) est le sous-ensemble
de C'(X) formé des continus contenant p.

Corollaire 1. Si X est un dendroide, 2% et C(X) ont la propriété du point
fize.

Corollaire 2. Tout produit de dendroides a la propriété du point fize.

Le corollaire 1 résout une partie des questions (7.8.1) et (7.10) de [10];
pour sa démonstration, voir pages 297-298 de [10]. Pour la démonstration
du corollaire 2 et quelques compléments, le lecteur pourra consulter [5].
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Le corollaire suivant complete un résultat de C. Eberhart ([4], théoréeme
8).

Corollaire 3. Soient X un dendroide et p un point de X. Alors C({p}, X)
est un cube de Hilbert si, et seulement si, p n’a aucun voisinage fermé U tel
que la composante de U qui contient p soit un arbre.

Démonstration. Si la composante D de U contenant p est un arbre, alors
C({p}, D) est un voisinage de dimension finie de {p} dans C({p}, X), donc
C({p}, X) ne peut étre un cube de Hilbert. Si p n’a pas de tel voisinage, le
théoreme 6 de [4] s’applique pour montrer que C'({p}, X) est homéomorphe
au cube de Hilbert puisqu’alors, si T" est un arbre contenant p, C'({p},T’) ne
peut étre un voisinage de {p} dans C'({p}, X). O

SiF = {F\| X € A} est une famille de sous-ensembles de X, nous noterons
N(F) son nerf. Les sommets de N(F) seront identifiés a des éléments de A
et nous noterons (A, \') le simplexe de sommets A et \. Nous dirons que A
et A\ sont adjacents s’ils déterminent un 1-simplexe. Si G = {G) |\ € A}
est une famille d’ensembles indexée par le méme ensemble d’indices que F
et telle que G C F) pour tout A, nous dirons que N(G) et N(F) sont
naturellement isomorphes si l'injection canonique évidente de N(G) dans
N(F) est un isomorphisme. Si Y est un sous-ensemble de X, nous noterons
F|Y la famille des sous-ensembles {FA NY | A € A} de Y.

Si A est un sous-ensemble de X et F = {F)\ | A € A} une famille de sous-
ensembles de X, nous noterons St(A, F) la réunion des éléments de F qui
rencontrent A. La famille {St(F\,F)| A € A} sera notée St(F).

Si Y est un sous-ensemble de X et F un recouvrement de X, une F-
rétraction de X sur Y est une rétraction r telle que, pour tout = dans X, il
y ait un élément de F contenant a la fois = et r(x).

Rappelons qu’un dendroide X est dit colocalement connexe en un point
x si tout voisinage de z contient un voisinage V de x tel que X \ V soit
connexe. J. Krasinkiewicz et P. Minc ont prouvé ([8], théoremes 3.5 et 4.1)
que le plus petit sous-ensemble connexe par arcs de X contenant I’ensemble
des points en lesquels X est colocalement connexe est dense dans X. Ce
résultat jouera un role essentiel dans la démonstration du théoreme 1.

Si a et b sont deux points d'un dendroide X, nous noterons [a, b] 'unique
arc (dégénéré si a = b) d’extrémités a et b contenu dans X.

2. REDUCTION DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit F = {F\| A € A} une famille finie de fermés d’un dendroide X dont
le nerf est un arbre. Nous dirons qu'un arbre 7' contenu dans la réunion de
F est convenablement placé dans F s’il est possible de choisir, pour tout A
dans A, une composante connexe Cy de T'N F) de facon que T" = |J, C).
Le nerf de la famille {C\ |\ € A} est alors un sous-complexe connexe de
larbre N(F) contenant tous les sommets de N(F), donc est naturellemnt
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isomorphe a N(F). Quand nous fixerons de telles composantes C), nous
appellerons C'y la composante distinguée de T'N F).

Le point de départ de notre démonstration est la remarque élémentaire
suivante.

Lemme 1. Soit F = {F\|\ € A} un recouvrement fermé fini d’un den-
droide X dont le nerf est un arbre. Soit T un arbre contenu dans X. St T
est convenablement placé dans F, il existe une St(F)-rétraction de X sur

T.

Démonstration. Soit C = {Cx | A € A} comme dans la définition ci-dessus. Si
o = (\, \) est un 1-simplexe de N(F), CNC)y: n’est pas vide, donc C,UC)y/
est un sous-ensemble fermé connexe de 7', donc un arbre, et par suite un
rétracte absolu. De plus, Cy U Cys contient F\ N Fy NT'. En effet, si x est un
point de F\ N Fyy NT, il existe un p dans A tel que C), contienne z ; alors z
appartient & F,, donc g = A ou X puisque N(F) est de dimension un. Nous
pouvons donc trouver une fonction continue r, : Fy N Fy — C) U Cy telle
que ro(x) = x si x est dans Fy N Fy NT.

Pour tout A dans A, 'ensemble St(C'y,C) est un fermé connexe de 7', donc
un rétracte absolu et, si o = (A, ') est un 1-simplexe de N(F), ro(F\NF)\)
est contenu dans St(C), C). Nous pouvons donc trouver une fonction continue
rx 1 Fx — St(Cy,C) telle que ry(x) =z siz € FxNT et ry(x) = ro(x) si
re \NFy, o= <)\,/\/>.

Il est facile de vérifier que la fonction r : X — T définie par r(z) = ry(x) si
x appartient a F)\ est déterminée sans ambiguité et est une St(F)-rétraction
de X sur T. ([

Soit F = {F\| A € A} un recouvrement fermé fini d’'un dendroide X. Un
recouvrement fermé fini G = {G, |p € M} de X est appelé un raffinement
spécial de F s’il vérifie les deux conditions suivantes :

(i) N(G) est un arbre.

(ii) II existe une fonction 7 : M — A telle que, pour tout A € A et tout
1€ 7 H(N), G, soit réunion de composantes de F).

Quand il sera utile de fixer la fonction 7 vérifiant la condition (ii) de cette
définition, nous parlerons du raffinement spécial (G, ) de F.

Lemme 2. Soient X un dendroide, Ty un arbre contenu dans X et F =
{F)x| X € A} un recouvrement fermé fini de X vérifiant

(i) N(F) est un arbre,

(it) les intérieurs des ensembles F recouvrent X .

Alors, il existe un raffinement spécial G de F et un arbre T contenu dans
X et contenant Ty qui est convenablement placé dans G.

La démonstration de ce lemme tient la majeure partie de cet article.
Montrons d’abord que le théoréme résulte des lemmes 1 et 2. En effet, d’apres
H. Cook [3], X a un recouvrement ouvert fini i = {Uy | X € A} dont le nerf
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est un arbre et tel que le diametre de chaque Uy soit inférieur & ¢/3. Nous
pouvons trouver, pour tout A dans A un fermé F) contenu dans Uy de fagon
que les intérieurs des F) recouvrent encore X. Le lemme 2 nous donne alors
un raffinement spécial G de F et un arbre T contenu dans X et contenant
Ty qui est convenablement placé dans G. D’apres le lemme 1, il y a une
St(G)-rétraction r de X sur 7. Puisque tout élément de G a un diametre
inférieur & €/3, r est aussi une e-rétraction.

3. DEBUT DE LA DEMONSTRATION DU LEMME 2

Fixons un dendroide X et un recouvrement fermé fini 7 = {F\ |\ € A}
vérifiant les hypotheses du lemme 2. Prenons, pour tout A € A, des ouverts
Uy et U} contenus dans F) de fagon que X = Jycp Ux et Uy C U} pour
tout A € A. Si T est un arbre contenu dans X, considérons la propriété P(T)
suivante, définie pour tout sous-continu Y de X contenant T.

P(T) 1l existe un raffinement spécial (G, n) de F|Y,ou G = {G,|pn € M},
et un arbre 1" contenu dans Y et contenant T vérifiant
(I) T est convenablement placé dans G,

(II) Y = U,ueM Gu N Uﬂ'(u)a

Remarque 1. Lorsqu’il existe, nous pouvons supposer que ce raffinement
spécial (G,m) a la propriété que, pour tout u € M, G, est ouvert et fermé
dans Y'NFy(,). En effet, puisque G, est réunion de composantes de Y N Fr(,,,
il existe une suite décroissante {G;}7°; de sous-ensembles ouverts et fermés
de Y N Fr telle que G, = N,2, G}i. Soit G, = {G}: | € M}. Sin est
assez grand, N(G,) est naturellement isomorphe & N(G). Si les C,, sont
des composantes des T'N G, telles T = Uue v Cu alors C), est aussi une
composante de T'N G}, donc T est convenablement placé dans G,.

Pour prouver le lemme 2, il suffit de montrer que X a la propriété P(1p).
Le lemme suivant permettra de simplifier cette tache.

Lemme 3. Soit {Y,}22, une suite décroissante de sous-continus de X
contenant un arbre T, et soit Y = (02, Y,. Si Y a la propriété P(T),
il y a un entier N tel que Y, ait la propriété P(T) pour tout n > N.

Démonstration. Soient (G, 7), ou G = {G, | € M} un raffinement spécial
de F|Y et T un arbre contenu dans Y et contenant T vérifiant les conditions
(I) et (IT). Comme nous ’avons remarqué, nous pouvons supposer que, pour
tout u € M, G, est ouvert et fermé dans Y N Fr(,). Pour p € M et € > 0,
posons D(Gy,€) = {x € X |d(z,G,) < €}. Si € est assez petit, la famille
D(e) = {D(G,¢€) | p € M} vérifie

(1) N(D(e)) est naturellement isomorphe a N(G).

Puisque G, est ouvert et fermé dans Y N F
avons aussi

), SL € est assez petit, nous
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(2) G = D(Gu,e) NY N Fr,) pour tout p € M.

Fixons e vérifiant (1) et (2). L’ensemble V' = {J ,c)s D(G i, €) est un voi-
sinage de Y dans X, donc il existe Ny tel que Y,, C V pour n > Nj.
Pour n > Ny et pp € M, posons G}, = Fr(,) Y, N D(Gy,€). D'apres (2), G},
contient G, donc il résulte de (1) que le nerf de la famille G,, = {G}; | u € M}
est naturellement isomorphe a N(G).

Il existe N1 > Ny tel que si n > Np, alors, pour tout A € A et tout
pen (N, G, est réunion de composantes de F NY,,. En effet, supposons
le contraire. Il existe alors A € A, u € 7~1(\), une suite strictement crois-
sante {n;}°, d’entiers et, pour tout i, une composante K; de F\ NY,, qui
rencontre G;' mais n’est pas contenue dedans. Alors K rencontre la frontiere
de D(Gy,€). Quitte & passer a une sous-suite, nous pouvons supposer que
{K;} converge vers un sous-ensemble connexe K de X. Nécessairement, K
est contenu dans Y N F) et rencontre la frontiere de D(G, €), ce qui est im-
possible car D(G,, e)NF\NY = G, est contenu dans I'intérieur de D(G , €).
Sin > Ni, (Gn,m) est donc un raffinement spécial de F|Y.

La condition (I) étant vérifiées, nous pouvons trouver, pour tout p € M,
une composante C,, de T'NG,, de fagcon que T' = U,uEM C Si, pour n > Ny,
C}, est la composante de T'N G}, qui contient Cy,, alors T' = U peM C},, donc
T est convenablement placé dans G,.

Pour achever la démonstration du lemme 3, il reste a montrer que si
n > Ny est assez grand, alors Y, = UpeM G}, NUyr (- Dans le cas contraire,
il existerait une suite strictement croissante {n;}°; d’entiers et, pour tout
i, un point y; appartenant a Y, \ U peM G N Y Qultte a passer a une
sous-suite, nous pouvons supposer que {y,} converge vers un point y de Y.
Il existe p tel que y € G, N Uy(,). Alors Uﬂ(u) D(G,,, €) est un voisinage
de y contenu dans Fr(,, donc, pour tout ¢ assez grand, y; appartient a
Yo, N Ur(uy N D(Gp,€) = Ur(y NG, ce qui est contradictoire. O

Le lemme 3 implique (voir [9], §38, V.2) que, si T est un arbre contenu dans
X et X’ un sous-continu de X contenant T’ mais n’ayant pas la propriété
P(f ), alors X’ contient un sous-continu X contenant T, n’ayant pas la
propriété 73(~) mais tel que tout sous-continu propre de X contenant T a
cette propriété. Il nous faut étudier de fagon détaillée ces continus X.

X n'est pas un arbre. En effet, si X est un arbre, il est localement connexe,
donc peut étre recouvert par un nombre fini de composantes des ouverts
Uy N X. Nous pouvons donc trouver une famille finie de sous-ensembles
J1,...,Jg, ou chaque J; est une composante d’'un F), N )?, vérifiant X =
Ule Ji N Uy,. Choisissons cette famille de facon que ¢ soit minimal. Alors
Ji # J; pour i # j, et J = {Ji,...,Jy} est un raffinement spécial de .7-"|)Af
En effet, il suffit pour le voir de constater que N(J) est un arbre. Si iy, i2, i3
sont trois éléments distincts de {1,...,¢}, alors ou bien A;;, Ai, et A, sont
distincts, ou bien deux des ensembles J;,, J;, et J;; sont des composantes
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distinctes d’'un méme F N )~(; dans les deux cas, J;; N Ji, N Ji; = 0, donc
N(J) est de dimension un. Si N(J) n’est pas un arbre, il existe des éléments
distincts J,,...,Ji, (n > 1) tels que, pour j # k, J;; N J;, # 0 si, et
seulement si, j —k = £1 mod n. Alors J;, et J;,U---UJ;, | sont des continus
dont l'intersection est réunion des fermés disjoints J;, N J;, et J;, , N J;,,
ce qui contredit 'unicohérnce héréditaire de X. Posant T = X et C; = J;
pour 1 < ¢ < /¢, on constate que T est convenablement placé dans J, donc
X ala propriété P(T), contrairement & notre hypothése.

Puisque X nlest pas un arbre, le résultat de Krasinkiewicz et Minc cité
plus haut montre que ’ensemble E des points de X \ T en lesquels X est
colocalement connexe est infini. Soit e € E. Prenons un voisinage ouvert V
de e disjoint de T et vérifiant

(3) VN Fy =0 pour tout A € A tel que e ¢ F),
(4) V C Uy pour tout A € A tel que e € Uy,
(5) Y = X \ V est connexe.

Les hypotheses du lemme 2 garantissent que e appartient a au plus deux
des F et & au moins un des Uy, donc deux cas sont possibles :

Premier cas : e n’appartient & aucun des ensembles F) \ U,.

Deuxiéme cas : il existe AT, A~ dans A tels que e € Uy+ N (Fy- \Uy-) (et
ed Fysi T #£X#£A7).

D’apres (5), Y est un sous-continu propre de X contenant T , donc il a la
propriété ’P(T) Nous pouvons donc trouver un raffinement spécial (G, 7) de
FIY,ou G ={G,|pn € M}, et un arbre T' contenu dans Y et contenant Tp
vérifiant les conditions (I) et (II).

Pour p € M, soit G;L la réunion des composantes de Fy(,) qui rencontrent
G, ; c’est un fermé vérifiant G, NY = G,. En effet, I'inclusion G, C G, est
triviale, et si K est une composante de Fr(,) rencontrant G, alors K NY
est un sous-continu de Fj(,) rencontrant G, donc est contenu dans G,
puisque G, est réunion de composantes de Y N F(,. Le nerf de la famille
G' ={G), | 1 € M} est naturellement isomorphe a N (G). Il suffit pour le voir
de vérifier que si (i_, G, # 0, alors (\i_; Gy, # 0. Soit x € ();_; G},,- Si
appartient a Y, il appartient a ();_; G, NY = (\;_; G,,. Si x appartient a V,
la composante K; de Fr(,,) qui contient z rencontre G, C Y, donc contient
larc [z,y] irréductible entre x et Y'; alors y appartient & Y N(;_; K; C
Y Nz Gy, = Nizi G-

Pour tout u € M, nous pouvons choisir une composante C,, de T'N G,
de fagon que T' = {J,,c 5y Cp. Comme GNT=G,NYNT=G,NT, C,
est aussi une composante ée G;L NT. Si UueM G;L N Ux(y) contient V', alors

cette réunion est égale & X et G’ est un raffinement spécial de F qui, avec
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Parbre T, vérifie les conditions (I) et (II), donc X a la propriété P(T), ce
qui contredit le choix de X.

Dans le premier cas , I'inclusion V C |J M G;L N Uxr(y) est automatique-
ment vérifiée. En effet, soit € V, et soit [z, y] l'arc irréductible entre x et
Y. Il existe u € M tel que y € G, NUpr(,). D’apres (3), e appartient a F(,),
donc & Up(y, et V est contenu dans Ur(uy d’apres (4). Par définition de G’#,
[z, y] est contenu dans G}, donc x appartient a G}, N Ur(,).-

Le premier cas est donc impossible. Dans le deuxieme cas, les remarques
suivantes nous seront utiles.

Remarque 2.(a) Si x apartient & V' \ U,cps G, N Ury et si L est la
composante de )+ NX contenant z, alors L} \ V est contenu dans Uy-. En
effet, dans le cas contraire, comme V N Fy = () pour A # A*, A\~, le continu
(X \ V)N L} contiendrait un point y ¢ Usza+ Un. Il existe p € M tel que
y € G, NUx(y ; nécesairement, 7(u) = AT, donc L est contenu dans G;L et
T appartient a G; N Ux(y), ce qui est contradictoire.

(b) V est contenu dans U -, donc, si x € VAU, e GuNUz(yy alors L} est
contenu dans F-. En effet, si V n’est pas contenu dans Uk, alors 'ouvert
W = V \ U,- nest pas vide. D’apres le résultat cité de Krasinkiewicz et
Ming, il existe des points e, es en lesquels X est colocalement connexe et
tels que [e1,e2] N W # (). Puisque [e1,e2] \ V est connexe, I'un des points
e1 et e, par exemple e, appartient & V. Si [e1,e2] \ V' # 0, alors l'arc
irréductible entre e; et X \ V rencontre W. Si [e1, ep] est contenu dans V,
et si [2,q], z € [e1,ea], est arc irréductible entre [eq,es] et X \ V, alors,
pour i = 1,2, larc irréductible entre ¢; et X \ V est [e;, 2] U [z, ¢]. Comme
I'un au moins des arcs [e1, z] et [eq, z] rencontre W, nous pouvons, dans
tous les cas, trouver ey € ENV tel que l'arc irréductible entre e; et X \V
rencontre W. Le premier cas étant impossible, le choix de V' garantit que
e1 € U+ N (Fy- \ Uy-). Soit Wy un ouvert tel que e; ¢ W1, W1 C W et
[e1, ) NW7 # (. Pour tout point z assez proche de eq, 'arc irréductible entre
zet X \ V rencontre W7, donc nous pouvons trouver un voisinage assez petit
V1 de e contenu dans V, disjoint de W1, tel que X \ V1 soit connexe et que,
pour tout x € Vi, 0 # LT NW; C X \ Vi, mais ceci, d’apres (a) appliqué en
remplacant V par Vi, entraine la contradiction que X ala propriété P(f)

(c) Stz € VAU, enm G, N Ur( et si p € a7 1(A7) e~st I’élément tel que
L\ V C G, alors G}, contient L, donc G’ recouvre X.

Remarque 3. Nous pouvons, en raisonnant comme dans la remarque 1,
trouver des ensembles G;, ouverts et fermés dans X NFy(, tels que G, C G
pour tout x et que, si G” = {G}; | € M}, alors N(G") est naturellement
isomorphe a ]~V(Q’). Comme G, est ouvert dans Fy,) N 55, G N Upr(yy est
ouvert dans X, donc | peM GZ N Ux(y) est un ouvert de X contenant Y.
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La fin de la démonstration nécessite un long détour, et sera donnée a la
section 5 apres quelques préliminaires.

4. RESULTATS AUXILIAIRES

Soient X* un sous-continu de X et 1™ un arbre contenu dans X* et dis-
tinct de X*. Pour tout x € X*, soit [z, ¢(z)] 'arc irréductible (éventuellement
dégénéré) entre x et T*. Puisque les ouverts Uy recouvrent X, l'arc [z, ¢(z)]
peut étre recouvert par un nombre fini d’ensembles dont chacun est une
composante de I'un des ensembles Uy N [z, ¢(x)]. Cela nous permet de trou-
ver une suite finie A1, ..., A\, d’éléments de A (pas nécessairement distincts)
et, pour 1 <7 < m, une composante L; de F\, N X™ vérifiant les conditions
suivantes :

(6) xz € Iy
(7) L; N Liy1 # 0 pour tout i < m,
(8) q(x) € Lyp,.

Soit m(x, T™*) le plus petit entier m pour lequel il existe des indices \; € A
et des composantes L; des F), vérifiant les conditions (6)-(8).

Lemme 4. Sim = m(z,T*) > 1, alors les suites {\; }I"y et {L;}[* vérifiant
les conditions (6)-(8) sont uniques.

Démonstration. La minimalité de m garantit que L; # Ljsii # j. Sik+1 <
J, alors Ly N L;j = 0 car sinon la suite des (L;, ;) peut étre raccourcie
en éliminant les termes d’indices compris strictement entre k et j. Soit K
Pensemble des couples (L, \) ou A € A et L est une composante de Fy N X*
telle que [z,q(z)] N (Lx \ U za Fy) # 0. 1l suffit de montrer que K est
I'ensemble des (L;, \i), 1 < ¢ < m, car (7) et le fait que L; N L; = 0 si
|i — j| > 1 déterminent alors la numérotation de ces couples.

L’ensemble C' = Ly U--- U Ly, est un continu contenant x et ¢(z), donc
il contient l'arc [x,q(z)]. Si (L, \) appartient a K, alors il existe ¢ tel que
(L,\) = (L;, \;) car sinon C' ne pourrait contenir I'arc [z, ¢(x)]. Soit 1 < i <
m. Les ensembles A; = U;;ll Ljet By =Jj.;,, Lj sont des fermés disjoints
de C contenant z et g(z) respectivement, donc L; N [z, ¢(x)] contient un arc
[a;, b;] irréductible entre A; et B; (a; € A;). Nécessairement, a; € L;—1 C
F>\i_1 et b; € Liy1 C FM-H' Ou bien A\;_1 # A;11, ou bien L;_1 et L;y1 sont
des composantes distinctes de F, , NX*; dans les deux cas, le fait que N (F)
est de dimension un entraine que [a;, b;] contient un point de L; \ U, 4y, F),
donc (L;, A;) appartient a IC. Si i = 0, le fait que z n’appartient pas & Lo
garantit que [z, ¢(x)] N Ly contient un point n’appartenant pas a U)\;é)\l B,
et un argument analogue s’applique pour ¢ = m puisque ¢(z) n’appartient
pas a Ly,_1. O

Si m(xz,T*) > 1 nous noterons A7 et L7 les éléments dont I'unicité vient
d’étre démontrée (1 < ¢ < m(x,T*)). Si m(z,T*) = 1, nous fixerons un
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élément AT € A tel qu'il existe une composante L de Fys N X™ contenant
et ¢(z) (il y a au plus deux choix possibles pour (A], LY)).
Pour n > 1, posons R, = {x € X*|m(z,T*) =n} et S, = U,_, R

Lemme 5. Pour tout n > 1, S, est fermé dans X*.

Démonstration. Soit {z;}72, une suite de points de S, convergeant vers un
point z. Quitte & passer a une sous-suite, nous pouvons supposer qu’il existe
r < ntel que m(x;, T*) = r pour tout j et que les )\fj ne dépendent pas de j ;
posons \; = )\fj (7 > 1). Nous pouvons supposer que, pour 1 <i <r, {ij}
converge vers un sous-continu K, nécessairement contenu dans F),; ; soit L;
la composante de F)\, N X™* qui contient K;. Puisque x; appartient a ij , T
appartient a K1 C Ly. Puisque ij N Lﬁl # () pour tout 7, nous avons K; N
Kii1 # 0, donc Ly N Liy1 # 0 pour i < r. Puisque Ly’ NT* # () pour tout 7,
nous avons L,NT™ # (), donc le continu LyU- - UL, contient [z, q(z)]. Sis < r
est le premier indice tel que ¢(z) € Ls, alors la suite (L1, \1),...,(Ls, As)
vérifie les conditions (6)-(8), donc m(z, T*) < s < n. O

Remarque 4. La démonstration précédente montre que, si {x; }j’il est une
suite de points de R, convergeant vers un point z € R,, alors elle a une
sous-suite {z;}72 , telle que A\J* = A¥ pour tout ¢ < n et tout k > 1, et que
la suite {L;*} converge vers un sous-continu de L? pour tout i < n.

Soit E* ’ensemble des points en lesquels X* est colocalement connexe.
Le fait suivant jouera un role trées important.

Lemme 6. I existe un point e € X* \ T*, un voisinage V de e dans X* et
un entier m > 0 vérifiant

(i) e appartient a E*, B

(ii) m(x, T*) = m pour tout x € V, B

(7i) pour tout i < m, A\ ne dépend pas du point x € V,

(iv) ou bien LE, = L&, pour tout x € V, ou bien il existe Ay # XS, et une
composante Cy de T* N Fy, tels que Ly, NT* C Cx NU), pour tout x € V.

Démonstration. Soit eg € E*\T™*, et soit Vy C X*\T* un voisinage ouvert de
ep dans X* tel que X*\ Vj soit connexe. Posant my = sup{m(z,T*) |z € V}},
nous avons

9) mo = sup{m(z,T") |z € Vo N E*}.

En effet, d’apres le résultat de Krasinkiewicz et Minc [8] déja mentionné,
si z est un point de Vj, il est limite d’une suite {x;} ou, pour tout i, z;
appartient & un arc [e;, e; | dont les extrémités sont des points en lesquels X *
est colocalement connexe. Nous pouvons supposer que les x; appartiennent a
louvert Vp; comme [e], e; ]\ Vp est connexe, 'un des arcs [e], z;] et [e;, z;]
est contenu dans V[, et x; appartient alors a l'arc irréductible entre I'un
des points ejt appartenant a Vp et 7%, donc m(z;) < m(ef), et le lemme 5
entraine que
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m(z, T*) < liminf m(z;, T*) < liminf m(e, T%),
d’out (9). Si mg < 0o, prenons un point e’ € Vo N E* tel que m(e’, T*) = my.
Le lemme 5 nous permet de trouver un voisinage V' de €’ tel que V' C Vj
et que m(z, T*) = mg pour tout z € V'.

Si mg = oo, prenons e; € VyN Ey tel que m(ey, T*) > m(ep, T™). Utilisant
le lemme 5, prenons un voisinage ouvert Vi de e; tel que Vi C Vp, que
X*\ V1 soit connexe et que m(x,T*) > m(ep,T™) pour tout x € Vj. Soit
my1 = sup{m(x,T*) |z € Vi}. Si m; < oo, prenons € € Vi3 N E* tel que
m(e1,T*) = my et un voisinage V' de €’ tel que V' C Vj et que m(z,T*) =
my pour tout x € V'. Si my = oo, prenons ey € V3 N E* tel que m(eq, T*) >
m(ey, T™).

Continuons ainsi inductivement : si un ouvert V,, a été construit de fagon
que X*\ V,, soit connexe et si m,, = sup{m(z,T*) |z € V,} < oo, prenons
e € V, N E* tel que m(e/,T*) = my, et un voisinage V' de ¢’ contenu dans
V,, et tel que m(x,T*) = m,, pour tout x € V'. Si m,, = oo, prenons e, 1 €
Vo.NE* tel que m(ep+1,T*) > m(en, T™), et un voisinage ouvert V,, 11 de ep4+1
tel que V1 C Vi, que X*\ Vyu1 soit connexe et que m(z, T*) > m(ep, T*)
pour tout « € V,, ;1. Cette construction ne peut durer indéfiniment, car sinon
nous aurions

D# (Ve X\ |JS.=0
n=0 n=1

Quand la construction s’arréte, nous avons un point ¢ € E*, un entier
m et un voisinage ouvert V' de €’ tel que m(z, T*) = m pour tout x € V.
Puisque ¢ € E*, nous pouvons supposer que X* \ V'’ est connexe. Remar-
quons que si W est un ouvert de V/ qui est réunion de composantes de V/,
alors W NV ' NE* # (. En effet, le résultat cité de Krasinkiewicz et Minc
entraine qu’il existe un arc [e*,e”], dont les extrémités sont des points en
lesquels X* est colocalement connexe, tel que [e™,e” ]NW NV’ # (. Comme
[eT,e”]\ V' est connexe, V' contient un arc [e*, z] olt 2 appartient & W NV ;
comme W est réunion de composantes de V', cet arc est contenu dans W,
donc e* appartient & W NV,

Supposons d’abord m = 1. Nous pouvons supposer que V' vérifie les
conditions (3) et (4) ci-dessus. Soit A € A tel que €/ € U,. Si, pour tout
x € V', la composante L, de F) N X* contenant = rencontre T*, alors (iii)
est vérifiée avec \¥ = \ pour tout z. S’il existe zg € V7 tel que L, NT* = 0,
alors W = {x € V| L, N T* = 0} est ouvert dans V' et est réunion de
composantes de V/, donc W NV’ contient e’ € E*. Il existe un unique
N % Xtel que V' NFy # 0, et si V" est un voisinage de €’ tel que V" C W,
alors (iii) est vérifiée avec A¥ = X’ pour tout = € V.

Sim > 1, soit & 'ensemble des suites (A1, ..., \y,) de m éléments de A.
Pour s = (A1,...,A\m) € &, soit Hg = {z € V' |\ = \; pour tout i < m}.
La remarque 4 implique que Hy est fermé dans V’. Les ensembles H, sont
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deux & deux disjoints et recouvrent V’; étant en nombre fini, ils sont aussi
ouverts dans V'. Soit s € & tel que H, # (). Comme Hj est ouvert et fermé
dans V/, H,N'V' N E* # (). Prenant un point €’ € H, N E* et un voisinage
V" de €” tel que V C Hs, la condition (iii) de I'affirmation est vérifiée.
Nous avons donc obtenu un point €’ € E* et un voisinage V" de €”
vérifiant les conditions (i)-(iii). S’il existe un voisinage W de ¢” contenu
dans V" et tel que L% = L€ pour tout = € W, posons e = ¢, et prenons
pour V un tel voisinage. Supposons enfin que, pour tout voisinage W de e”
contenu dans V", il existe x € W tel que L%, # L€ . Alors LS, N'T* est une
composante de F e N T*, donc sa frontiere relativement a T™* est finie, et

chaque point de cette frontiére appartient a un ouvert Uy avec A # )\f:,;/. Ceci
nous permet de trouver un voisinage O de L&, NT* dans T* tel que O\ LS,
soit de la forme Jj,_,]ak, bg[, ol les Jag, by [ sont deux & deux disjoints et o,
pour tout k, il existe \p # )\f,;/ tel que |ag, bp[C Uy, . Soit P un voisinage de
Lfg dans X* tel que PNT* = O. La remarque 4 nous permet de trouver un
voisinage W de e” contenu dans V" et tel que L%, C P pour tout = € W.
Soit xg € W tel que L% # L¢, . Alors L% N'T* est connexe et contenu dans
(PNT*)\LE = O\LS, doncil existe k € {1,...,7} tel que LEONT™ Clay, by/.
Soit Ay # )\,eq;, tel que Jag, bi[C U, et soit Cy la composante de F), NT™
qui contient Jag, bx[. Soit ) un voisinage de L¥ tel que Q N T* =|ag, bg],
et soit M = {x € V"| L% C Q}. La remarque 4 entraine que M est ouvert
dans V”. Comme V" est contenu dans au moins un des F), (iii) implique
que chaque composante de V” est contenue dans L% pour tout point = de
cette composante, donc M est réunion de composantes de V", et M N V"
contient un point e € E*. Si V est un voisinage de e tel que V C M, alors
LENT* C QNT* Clag, by[ pour tout x € V, donc (iv) est aussi vérifice. O

Remarque 5. L’argument précédent montre que, pour tout ey € E*, tout
voisinage de eg contient un point e € E* et un voisinage V de e vérifiant les
conditions du lemme 6.

5. FIN DE LA DEMONSTRATION DU LEMME 2

Si X n’a pas la propriété P(Tp), il contient un sous-continu X, contenant
Ty et minimal parmi les sous-continus contenant 7j n’ayant pas la propriété
P(Tp). Fixons un point a € Ty. Partant de (Xo,7p), nous construirons in-
ductivement des suites, finies ou infinies, de continus X, et d’arbres T,
vérifiant

Iychhc---cT,C---CX,C---CX; CXop.

Posant X_; = X et Fy = F, nous construirons aussi inductivement un
recouvrement fermé F,, = {F\ |\ € A,} de X,,—1 qui, pour n > 0, est un
raffinement spécial de F,,_1|X,—1, donc aussi de F|X,_1. Nous noterons
pn Ay — A (resp. 0, : Ay, — A1) la fonction telle que, pour tout A € A,
Fy soit réunion de composantes de F), ) N Xy—1 (resp. Fp,(n) N Xn-1) -
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Posons Uﬁ\) = U, et, pour n > 0 et A € A, soit U} l'intérieur de g‘f(}\) N F)

relativement & X,,_1. Nous imposerons aux JF,, de vérifier

(*) Xnp-1= U U§L7
AEA,

et, si T' est un arbre contenu dans X,,_1, nous considérerons la propriété
suivante, définie pour tout sous-continu Y de X,,_1 contenant 7.

Po(T) 1l existe un raffinement spécial (G, ) de Fp|Y, ot G = {Gy|pe M},
et un arbre T contenu dans Y et contenant T' vérifiant

(I) T est convenablement placé dans G,
D Y =U,em Gu N )"

Comme Uy C U;Ln_()l\), si Y a la propriété Pn(f), il a aussi la propriété

Pn-1(T). Tout ce que nous avons dit plus haut au sujet de la propriété
P(T) = Po(T) s’applique aussi & P, (T). En outre, si X* est un sous-continu
de X, _1 et T™ un arbre contenu dans X*, les lemmes 4 a 6 restent vrais si
on y utilise le recouvrement F,, au lieu de F et, pour tout z € X*, le nombre
m(z,T*) ne dépend pas du fait que 'on utilise F ou F,, pour le définir :
si (N, L1),...,(\,, L) est une suite de longueur minimale vérifiant les
conditions (6) & (8) relativement & F,,, alors (pn(A\}), L1),-- ., (pn(AL,), Lm)
est une suite de longueur minimale vérifiant ces conditions relativement a
F.

Pour n > 0, nous supposerons X,, minimal parmi les sous-continus de
Xp—1 contenant T}, et n’ayant pas la propriété P, (T,,). Nous noterons E,
Pensemble des points de X, \ T}, en lesquels X,, est colocalement connexe.
Pour z € X,,, nous noterons [z, g, (z)] 'arc irréductible entre x et T,, et, pour
i < m(z,T,), nous noterons A7 et L, les éléments de A, et les composantes
des F\N X, (A € A,,) définis apres le lemme 4 (en y remplagant 7™ par T,,).

Soit n > 0. Supposons avoir construit X,,, T;, et choisi un point e, € E,,
un voisinage ouvert V,, de e, dans X, et un entier m,, vérifiant les conditions
du lemme 6 relativement a F,, X, et T, (si n = 0, nous prenons ey, Vj et
myg arbitrairement; pour n > 0, le choix de ces éléments sera précisé ci-
dessous). Soient Al et A les éléments de A,, tels que e,, € ;L;{ N(F\- \U/’\L;)
(si un tel couple d’éléments n’existait pas, X, aurait la propriété P,(T},)
d’apres ce qui a été fait a la section 3). Quitte & diminuer V,,, nous pouvons
supposer que X, \ V;, est connexe et que V,, est contenu dans Uw, et la

remarque 2 nous permet ausi de supposer que V,, est contenu dans U;l .

Pour =z € V,,, nous notons L;n et L, les composantes de Fy+ N Xnnet
F Ao N X,, respectivement contenant z.

La remarque 3 nous permet de trouver une famille finie G, = {F), | €
M, } de sous-ensembles de X, dont le nerf est un arbre et telle que, pour une

fonction convenable m, : M, — A, F), soit ouvert et fermé dans Fr.w NX,
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et que @, = X, \ UueM F,nuor ' () soit contenu dans V,,. Notons que @,
est fermé dans X, (remarque 3). Nous pouvons aussi trouver un arbre T}, 1
contenu dans X,, et contenant T},, qui est convenablement placé dans G,,. Soit
Cn = {Cu|pn € My,} la famille des composantes distinguées des ensembles
FM NIy

Lensemble H, = Fy+ \ U{Fu|p € My et mp(u) = A} est ouvert et
fermé dans F° A donc H, N U r est ouvert dans X,,. Soit Q° = H, NV,

cet ensemble est ouvert et ferme dans V,,. Notons que Q,, est contenu dans
Vo N Hy,.

Soit M, I’ensemble des v € M, tels que F, N Q" # 0, et soit M, une
copie de M, disjointe de M,,. L’élément de M, correspondant & v € M,
sera noté vT. Posons A, 11 = M, UM, et déﬁnisbons Opi1: Ay — A, par
Oni1|My = mp et 01 (vT) = AT pour tout v+ € M. Pour v € M, , soit
F,+ la réunion des composantes de F A qui rencontrent Fj, N Qn; comme

N Q?L est fermé dans X,,, F,+ est fermé.

Si z est un point de @’ , alors Li,CF ) - Si L}, contient un point de
@, cela résulte de la remarque 2. Sl L} -, 1€ contient aucun point de @,
alors LT, N (V, \Uy-) =0, et si L, \ V, n’était pas contenu dans F)-, il
contiendrait un point y ¢ F\ pour A\ # X\ € A, ; ce point appartiendrait
aun Fy, avec m,(u) = A}, et L}, serait contenu dans F,, C X;, \ Hy. Cela
entraine que les F,+, v € M, sont deux & deux disjoints et que, si F,11
est la réunion de G, et des F,+, vt € M}, alors N(F,41) se déduit de
N(G,,) par adjonction d’un 1-simplexe (v, v™) pour tout v € M,,, donc est
un arbre.

Pour v € My, F), est ouvert et fermé dans I (), d’ou Untl = FVOU;L”(V)?
donc X, \ @ est contenu dans J,,c, Urtl. Siz € Q, alors L \Va#0,
et si y est un point de cet ensemble, il existe v € M, tel que y € F,;
nécessairement m,(v) = A, , donc v € M, et x € F,+. Nous avons donc

@, C Uysenst Forr do

VanQ,=VaNHy= |J VanH,NF-.
vteM;t
Comme H,, est ouvert et fermé dans F’ i et V,, ouvert dans X,, et contenu
dans F\+, V,, N H, est ouvert dans X,,. Comme les F,+ sont des fermés
disjoints7 les Vo, N H, N F,+ sont disjoints et fermés dans V,, N H,, ; comme
ils recouvrent V,, N H,,, ces ensembles sont aussi ouverts dans V,, N H,,, donc
dans X,,, et, comme V,, est contenu dans U" ap? V. N H, N F,+ est contenu
dans l'intérieur de F,+ N U;& relativement a X Puisque @, C V, N Hy,

nous avons donc aussi Qn C 1 M U;‘f 1 donc Fp 41 vérifie la condition
(%).

Nous pouvons supposer que, pour tout x € QZ, L;r’n NThi1 =0, car s’il
existe x € F,+ tel que L;’n N T,+1 # 0, nous pouvons rajouter F,+ a Gy ;
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prenant pour C,+ la composante de Tj,41 N F A qui contient L;n NTht1,
nous constatons que I’arbre T}, 11 est encore convenablement placé dans G,, U
{F,+}. Nous pouvons aussi supposer que Af, = A, pour tout = € Q?L. En
effet, si my, = 1, cela résulte du fait que L, NTy, C Ly, N Ty =0, et si
my > 1, cela résulte de I'inclusion L;n C F,- et de la caractérisation des
(M\i, L;) donnée dans la démonstration du lemme 4.

Puisque T),4+1 contient T}, et que X, n’a pas la propriété P,(T),,), il n’a
pas la propriété Py, (T,+1) ni, a fortiori, la propriété Pp4+1(T+1). Le lemme
3 nous fournit alors un sous-continu X, de X, contenant T, et mi-
nimal parmi les sous-continus contenant 7,1 et n’ayant pas la propriété
Prt1(To+1)-

Puisque X, +1 n’a pas la propriété P,i1(Th+1) et que X1 \ @n C
U/\eAn+1 U;‘H, nous avons X,+1 NQ, # 0 (sinon G,| X1 et T,41 vérifient
les conditions (I) et (II) de la définition de Py41(T5+1)). S’il y a un entier
1 < my tel qu'il existe deux points x1, xo dans X,41 N Q?L pour lesquels
Lf;l + Lf?w nous notons m,, le plus grand de ces entiers, et s’il n’existe
pas de tel entier 7, nous posons m], = 0. Définissons un entier mil comime
suit : 8’1l existe un entier m), < i < m,, pour lequel il est possible de trouver
e 77_1()\93 ) tel que G, N L7, # 0 (z € Qn), nous notons m}, le plus petit
de ces entiers, et s’il n’existe pas de tel entier 7, nous posons mi, = my + 1.

Définissons un élément /\;;E de A, et une composante L;é de F A N X,
comme suit. Si m), = m,,, la condition (iv) du lemme 6 nous fournit un
élément A’y de Ay, et une composante C de F’ A N, telle que Ly, nNCy # 0
pour tout & € V,; soit alors L’;% la composante de F A, N X, qui contient

Cy. Sim;, < my et m), < my, posons (Mg, LY) = (A;L,N’L;Ln) pour

T € Q,b1 (ce couple ne dépend pas du choix de x puisque m, > m,,). Enfin,
si ml, < my et mh = my, + 1, alors, pour z € Q" Ly, o 0T, ne peut

contenir aucun point n’appartenant pas a [J{Fx | A € A, \ {7, ,,}} (comme
T, est convenablement placé dans G,,, un tel point devrait appartenir a une
composante distinguée C, avec m,(u) = A,
il existe donc un unique X # Ay, ,, dans Ay, tel que L, , NT, C Fy ; nous
posons alors )\% = )X, et nous notons L% la composante de Fy N X, qui
contient Ly, ., NT,. Soit J,, = [a, ay] Parc irréductible entre a et Ly.

Considérons les trois cas suivants :

)m >0 et mf, =m/, + 1.

et nous aurions m}, < mp) ;

(A

(B,) m,, = 0 et il existe un point e € E,1 \ Q°, un voisinage V de e
dans Xn+1 et un entier m vérifiant les conditions du lemme 6 relativement
a ]:nH, Xpy1 et Tn+1 et tels que, quels que soient y € V et x € Q,,
(\Y ine L ) # (AL, Liy,) pour tout j < m(y,Ty) et tout i < m.
(C

n) Ml =0et Byt C Xpp1 NQY.
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Lemme 7. Sile cas (A,) s’applique, alors X, 11 a la propriété Ppi1(Th+1).

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous poserons, pour = € V,,
et i < mp, (Af,, Li,) = (Ni, Lf), élément A; € A, ne dépendant pas du
point € V,,. La définition de m/, garantit I'existence de deux points zy,
z1 de @ N X,41 tels que Ly, # L), . Ecrivons Fy , = AgU Ay, ou Ag et
Aq sont ouverts dans kah’ disjoints et tels que Lf}ia C Aj pour j =0,1.
Pour j = 0,1, soit B; = {z € Q% N X41|L%, C Aj}. Les ensembles By et
By sont disjoints, vérifient BoU B; = Q?L N Xn+1, et la remarque 4 implique
quils sont ouverts dans Q’ N X, 1. Comme Q° est ouvert et fermé dans
Vn, les ensembles By et B; sont donc ouverts et fermés dans V,, N X, 41,
et comme X, 11 \ V,, est connexe, Bj NV, contient un point de £, 1 pour
Jj = 0,1. Nous pouvons donc, pour j = 0,1, trouver un ouvert W; de X, ;1
tel que Wj C VN Bj et que X, 41 \ Wj soit connexe.

La remarque 3 nous permet de trouver une famille finie Q? ={Gl |k €
K;} de sous-ensembles de X, ;1 dont le nerf est un arbre, telle que, pour
une fonction convenable §; : K; — Anq1, G’ soit ouvert et fermé dans
Fe (k) N Xn+1, et que le fermé Q§ = Xnt+1 \ UHGKj Gx N Ug;(r;) soit contenu
dans W;. Nous pouvons supposer que Qf-’ recouvre X, (remarque 2). Nous
pouvons aussi trouver un arbre Tj§ contenu dans X, 41 et contenant T;,41
qui est convenablement placé dans gf. ; soient {C’fg |k € K;} les composantes
distinguées des GL N T](.é.

Soit K]h I’ensemble des éléments x € K; pour lesquels il existe u € M,
tel que &j(k) = p et C, C C}.. Notons N; le sous-complexe plein de N(gf.)
engendré par les sommets appartenant a KE, et N; le sous-complexe plein
de N (gf) engendré par les sommets appartenant a K; \ K Jh

QnNWi_; est contenu dans X, 1 \W; C Xp 1 \Q?, donc, pour tout point
z de Q, N Wi_;, il existe k € K tel que z € G, N Ugﬁ) ; nécessairement,

J
¢;(k) appartient & M, donc k n’appartient pas a KJu Solent Z,...,Zy,
les composantes de Ny contenant un sommet x € & ' (M,) tel que G9 N
Qn N By # 0, et solent Zp,11,...,Zy, les composantes de N contenant un
sommet x € & (M) tel que GLNQ, N By # B (Il est évidemment possible
que @, soit contenu dans B; ou By. Le traitement de ce cas ne differe pas
du cas général ci-dessous; il suffit de poser pg = 0 ou p; = pg et d’omettre
les considérations superflues). Pour 1 < k < pg (resp. po < k < p1), nous
notons K l’ensemble des sommets de Zj, ki le sommet de Z; adjacent a
Ng (resp. Nlh), K}, le sommet de Ng (resp. Nlh) adjacent a Zy, et uy 1’élément
de M, tel que &(k),) = py et Cp, C Cgﬁc (resp. &1(K),) = pw et Oy, C C’ik)'

Nous posons K}, = K U {x}.}.
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Posons p_1 = 0. Soient p;_1 < k < p; et k un sommet de Zj, tel que
§j(k) € M5 . Siy est un point de C¥, alors, par définition des F,+, L}, N
Q’, # 0; soit z un point de cette intersection. Puisque Ly, =1Lt, CF o
et que L+’n NT, C L}, NThy1 = 0, nous avons m(y, T,) = m(z,T,) et
()\i”n, ) = (N, L7,,) pour tout i < my,. L’arc [y, gn(y)] est contenu dans
Tj et, pour tout i < my, L;iyn N[y, qn(y)] contient un point n’appartenant
pas & [J{Fx | € A\ {\i}} (voir la démonstration du lemme 4 si m,, > 1; si
my = 1, utiliser le fait que L}, NL, ,, # 0 et L, ,NT,, = ). Il en résulte que,
pour tout i < m,, il existe x; € §j 0,01 (\) tel que [y, qn(y)]N LY, C CF,.
Sil exist'e i < mb et pemt(\) tels que CuN L, # 0 (ce qui entraine
C, C CL,), soit iy le plus petit de ces entiers; nous avons alors k) = K,
et K = Ki,—1 si i > 1, tandis que si i = 1, alors K;, est I'élément x €
5;1(M;“) tel que y € C% (et alors Zp = {k}). S’il n’y a pas de tel entier

i, alors m), = m,, et ml, = my + 1, et la condition (iv) du lemme 6 nous

fournit un élément A # Am, et une composante Cu de F hn N T, telle que

L? N Cy # 0 pour tout = € V. Comme Cy4 rencontre des composantes

My, N
distinctes de F),, N X, elle doit contenir un point n’appartenant pas a

ULEN A € A\ {\L }} et il doit exister py € m, '(\y) et ky € f;l(,u#) tels
que Cy C C,,, C Cf,. Nous avons alors k), = Ky et kx = ki, -
Pour p;_1 < k < pj, posons Tz, = Une?k C; c’est un sous-arbre de Tj§
tel que Tz, N Ci , # 0, donc larc [uy, vg] irréductible entre Ty, et T;,41 est
k

contenu dans C’iz. Pour 1 < r < py, posons T, = Ty, 11 UUp_1 (T2, Uug, vk)) 5

c’est un arbre contenu dans X, ;1. Soit K,, = M, U (Ui~ Kr). Définissons
K, — An+1 par n,|M, = id et "77~|K1<; = &Ky si pj—1 < k < p;. Pour
I G M, soit C”" la composante de T N F), qui contient C,, et pour xk € Ky
avec pj_1 < k < pj, soit C,l: la composante de Tr NG qui contient CI. Les
C), avec i € M, recouvrent T, 1, les C’,i avec k € K}, recouvrent Tz, et, si
pj—1 < k < pj, alors [ug,vy] est contenu dans sz; NT, c égk, donc nous
avons T, = Usek, a’;
Pour 1 <r < pq, soit ]VT I’arbre obtenu en ajoutant a la réunion disjointe

de N(G,) et des K}, avec k < r les 1-simplexes (i, ki) avec k < 7.
Pour j = 0,1 et pj_1 < k < pj, posons

Qn=QnNnBi_;n (| J{GL |k € Ky et &(r) € M,T}).

Les ensembles QF sont fermés, et comme les G%, avec &;(k) € M, re-
couvrent Bi_;NQy, nous avons @, = (J7L; QF. Par récurrence, nous construi-

L soit

n+1
U e (R)

rons, pour r < pi, des familles Gr =

ouvert et fermé dans F; (z) N Xp41 et contienne 6;, que [ J,. cR. G’"
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contienne (X,4+1 \ Qn) (Ui @F), et que le nerf de G" soit isomorphe &
I’arbre N Alors C”" sera aussi une composante de G N Tr7 donc T sera

convenablement placé dans QT Finalement, gpl et Tp1 vérifieront les condi-
tions (I) et (II) de la propriété Pp11(T+1) relativement & Xp,41.
Pour p;_1 < k < pj, posons

o=a,\ U d=xa\ U a

wEK;\{x}} rEK;\{r}}

ou la derniere égalité, qui résulte du fait que Q? recouvre X,41, montre que
Oy est ouvert dans X, 1. Soit Dy le fermé, réunion des composantes de
Xni1 \ Og qui rencontrent Tz, U QF. Posons

Se=( J Dw)u( | Cu).

1<K'<p HEMn
k' #£k M
Nous avons D, N X = (. Pour le voir, notons que Z; est aussi une

composante du sous-complexe plein de N (gf) engendré par les sommets

distincts de ), donc I'ensemble G, = U{GL | k € K} est ouvert et fermé
dans X, 11\ O et, comme Gz, contient Tz, U Qf“ il contient Dy. Puisqu’il
n’existe pas d’indice u € M, tel que &(Ry) = pet C, C ana Th+1NGz, est
contenu dans G,{;, donc Gz, est disjoint de C,, pour p # pug. Sipj—1 < k' <
pj et k' # k, aucun sommet de Zj n’est adjacent & un sommet de Zj, donc
Gz, NGy, = (). Pour achever de prouver que Dy N X, = 0, il ne reste plus
qu’a montrer que si k < pg < k’, alors DN Dy = (). Mais chaque composante
de Dy, (resp. Dy) contient un point 2 € Q°, N By (resp. 2’ € Q%N By), et nous
avons Ly, ~# Lf,;n. Si [y,y'] est l'arc irréductible entre L7, et L® ., alors
[z,2'] = [z, y] U [y,y'] U [y, 2]. Si m,, =m], alors [y,y'] est contenu dans la
composante Cyu de F| A NT,, fournie par la condition (iv) du lemme 6. Sim], <

! . .
my, alors Lﬁ% = Lﬁ% 41 contient [y,%'] et, puisque mh = m,, + 1, nous

avons (A, L) = (A i, L, 1) et il existe p € w;l()\%) tel que C, N LY # 0.
D’apres ce que nous avons vu plus haut, ou bien py € m,; 1()\;‘&), et alors K,
est 1’élément de f;l(uk) contenant L% N Tj§ et Jy,y'[ est contenu dans Oy,
ou bien il existe i < m/, tel que i € ()\ ), et alors [y,y'] N Dy, = 0, car
si Ky est I'élément de Ko tel que Ly N T0 = C’g#, alors [y, 4] est contenu
dans GY 4 et Ry m ‘appartient pas & K. Dans ces deux cas, la composante
de Dy contenant x est contenue dans la composante connexe par arcs de
Xn+1\]y, 9| contenant y. De méme, la composante de Dy contenant x’ est
contenue dans la composante connexe par arcs de X, 4+1\|y,y'[ contenant 3/,
et la relation Dy N Dy = 0 en résulte.

Soit pj_1 < k < pj. Puisque G% est ouvert et fermé dans F¢,(x), I'ensemble

Gin Ugl-(‘rl) est ouvert dans X, 41 pour tout x € K;. Comme Q;é. est contenu
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dans la réunion des Dy avec p_j_1 < £ < pi1—j, Dy est disjoint de Q?,

donc contenu dans la réunion des G N U, "H) Comme N (gf) est un arbre,

: &l .
DyNGL =0sik ¢ K, donc Dy, est contenu dans Pouvert Py, = (J,.cpor GEN
Un+1 b

& (k)

En plus des familles @" nous construirons inductivement, pour r < k < p;
et k € K}, un ensemble GIT , ouvert et fermé dans Gfi, ou j est tel que pj_1 <
k < pj. Les ensembles Pl = i/ GL N U”J(rli) et O = O N GL& seront
alors ouverts dans X, 1. Nous noterons Dj la réunion des composantes de

Xnt1 \ O}, qui rencontrent Tz, U Qfl, et poserons

=(Upku(U o U an.
<k’ ReR, RER g
k'#k R, K <r
Nous voulons que les conditions suivantes soient vérifiées pour tout k > r :

(10) GIf G,

Hi?
(11) D}; C P/,
(12) D N} = 0.

Pour r =0et 1 < k < pq, nous posons 0V = Oy, P, k; = P, D,g = Dy,
E = Y et G p pour € M, = Ko Pour r = 0, la condition (10)
résulte du falt que fj(/%) = uk, et les conditions (11) et (12) ont déja été
vérifiées. R '

Soit 0 < r < p1, et supposons avoir construit G” et les G%". Puisque le
fermé Dy, qui est réunion de composantes de X, 41\ O], est contenu
dans P et disjoint de 3, ;, nous pouvons trouver un sous-ensemble Y.
de X411\ Oy, ouvert et fermé dans X1\ O], contenu dans P/, et
tel que D] | C Y, C Pl et Y, NX, ;1 = (). Posons

é’,;“ = GE"NY, pour Kk € K11 (j tel que pj_1 <7 +1<p;),
éf*l = @’f \ 'Y, pour & € K, \ {trs1},
Grtl =G NG 5 € Kppa et (k) = o}

Sik e Kr_t,_l, alors Gf.f est contenu dans X, 11\ O C X411\ Op, et CNJZ;“
esr ouvert et fermé dans G, donc ouvert et fermé dans Fym) = Fey)-
Si ke K, \ M,, alors (12) 1mphque que GR NY, = 0, donc GEH = C?;
est ouvert et fermé dans FQTH(,%) = I, (&) Sip € My \ {ptr41}, alors G}, C
F, € Xn41 \ Oryq, donc G’"Jrl est ouvert et fermé dans GL et aussi dans

F, = F, ., (- Enfin, GZ*J}I est ouvert et fermé dans CA}LM puisque son

complémentaire I'est, et il est donc ouvert et fermé dans F), .
Pour k € K11, CJ est contenu dans Y;, donc dans G7*!, et il en est

de méme de C’*! puisque c’est une composante de G% N T;41. Pour & €
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K, \ {prs1}, 5}; et 5};“ sont contenus dans C?EH. Enfin, puisque Tj§ est
convenablement placé dans g§, Ci, NGL =0 pour tout K € K,y tel
r+1

1

que &;(k) = pr41 et, comme (7” o

est la composante de F), ., N1, qui

r+1

contient C” " , elle est contenue dans GIZ‘TI
+1

Puisque Q"' ¢ DI, C Y, C P/, nous avons Qt! ¢ J{G:™ N
U”Jrl |k € Kyt1}. Soit o un point de (Xn+1 \ Qn) U (Up; QF). 11 existe

I3 E K tel que = € GT U"'(H) Si x n’appartient pas a Y, il appartient a

G;H AU (méme si & = p,y 1, car alors z n’appartient & aucun G- avec

Mr+1
k€ Ky41). Six appartient & Y, il existe ks € K/, tel que z € GI N Ugi(f).
J

Un+1

Si k # Kj, alors  appartient & Gj;“ k) et si K = K, 4, alors x

appartient a é;r ., d’apres (10) et ne peut appartenir a aucun Gj , tel que

k' € K11 et &(K') = pir41, done il appartient & G:fjl U[jtll Nous avons

donc (Xpq1\ @Qn) U (UT+1 Qk) - U,ig érﬂ U,Z—:i(ﬁ)

Soit Gt = {GTH |k € K1), Comparons N(G™*Y) et Nyyi. Sik, &/
sont deux éléments de K, 1 tels que G"qu1 GTJrl # (), alors GL N G] #0;
inversement, si G N Gi/ £, alors CJ N C’i, #0 (T]§ est convenablement
placé dans Q§) donc Gr 0 GTH # (). De méme, si /& et &’ appartiennent &

K, alors GTH NGy # 0 si, et seulement si, GT N G, 7 §. Comme N(G")

est isomorphe a N N (g"+1) ne peut étre distinct de Nr+1 que s’il existe

k € K11 tel que K ;é Rry1 et G;ﬂ N Glﬂl "y

Soit k € K 11 tel que k # K41 et (~¥T+1 szl # (). Par définition de

GL++117 nous avons & (k) # fir41. Il n’existe pas d’indice x" # k dans K| tel

que G;fl NGrin G;ﬂl # (), car §;(x') devrait eicvre distinct de &;(k), donc
égal & pur41, et k' serait distinct de &,y 1, or un tel Gyl est disjoint de Gr+l

Pt
Soit x € G NG, et soit L* la composante de Fj,, , N X, 41 qui contient

~ ~ Srl
r. Comme GTT! C Py et GTHIN Gﬁjl GIt =0 pour k # k' € K,

nous avons L* N G ¢ Ugﬁ). Si Pensemble G N U "J(rl) qui est ouvert
J

dans X, 11 ne contenait pas L”, sa frontiere (relativement & X,,;1) devrait

contenir un point y de L* ; comme cette frontiere est contenue dans le fermé

Y. N GTJrl C Py, devralt exister &' € K] tel que y € Ug J(rl/), d’ou y €

G;fl, ce qui est impossible. La réunion S, des composantes de F),, ; N X411

qui rencontrent G711 N C:’”J}l est donc contenue dans Pouvert GrH U gJ(rIi)
J

J J : Ar+1
Comme £ # K1, nous avons Gy NG, W = = () et, puisque C."" est contenue
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dans Gi , Sy est disjoint de Cﬁtll Nous pouvons donc trouver un sous-
r+1

ensemble R de F, ., N Xpq1, ouvert et fermé dans F,, , N X, 41 tel que
S, C Ry cG"“mU”+1 et R, NCTHL = 9.

&(r) Hrt1
Posons GT'H GT+1 pour & € Ky 1\{ftr41}, et soit GTJrl GT—L\U R,.,
la réunion étant étendue a tous les k € K. r+1 tels que £J( ) = ot et
GmHn GL++11 # (). Nous avons encore C""+1 GTJrl pour tout & € K,41, et
la définition des R, garantit que GL++11 GT‘H = () pour tout K € K 41\

{r41}, donc N (G"+1) est isomorphe & Ny.y1. Puisque R, est contenu dans
Grtin U”+1 HOUS avons

&(r)

r+1
k ~r+1 n+1 Ar+1 n+1
(XnJrl \ Qn) U (U Qn) - U G/% N Ur] +1(R U G n U77r+1( )
k=1 ,%ekTJrl HGHTJA

Pour 7 +1 < k < p1 et j tel que pj_1 < k < p;, posons, pour k € K},
jr+1 j . jr1 i .
G = G n G%) si &j(k) € My, et GE™ = GJ" si (k) ¢ M,
Evidemment, GE™! est ouvert et fermé dans G" , donc aussi dans GH,
la condition (10) est vérifiée. Pour tout p € M, GZ\GZH est contenu dans
YT, donc GL™\ GE™ est contenu dans Y, pour tout k € K. Nous avons

DTJrl pour tout k > r + 1. En effet, puisque Gj T+l

ij , nous avons D C Dy Si Df # Dt alors D£+ contient un arc
k

[x,y] avec x € D}, et y ¢ Dj.. Soit [z, 2] la composante de x dans Dj, N [z, z].
Le point z est alors limite d'une suite de points de [z,y] N (OF \ O ™) et,

est contenu dans

. 1 i . . i i1 . .
comme G7) \ Gt est fermé, z appartient & G777\ G771, mais ceci est
K K, K, K,
impossible car G7; \ G;Tl est contenu dans Y., qui est disjoint de Dj,.
k k

Nous avons P} \ P,:H C Y, et D;NY, =0, donc (11) implique que
D};'H = Dj est contenu dans P,:H. Pour montrer que DZ'H N EZH =0, il
suffit, d’apres (12), de vérifier que Dy N (S \ ) = 0. Mais X7\ 27 est
contenu dans Y, U(T,41\T}) C Y, UC”’Jrl donc DrN(ZpH\ 1) € C’T’Jrl

Hr+1? Hr +1’
si fly1 # pug, alors G}, | est contenu dans Xy 41\ O (car Of C Fly,) donc7

d’apres (12), D}, ne rencontre pas Cu G C’;tll et, C;++117 étant connexe et

contenu dans X, +1\Oy, est disjoint de D}, d’ott 'égalité DN (X H\XT) = (.
Avec la vérification des conditions (10)-(12) s’achéve la démonstration du
lemme.

O
Lemme 8. Sile cas (B,,) s’applique, alors X, 11 a la proptiété Ppi1(Th+1).

Démonstration. Puisque m,, = 0, le couple (Af s

L7,) ne dépend pas du
point x € QEL quel que soit i < m,,; nous le noterons (A;, L;). Pour tout

x € @, nous avons (A, L1) = (Ans Liy)s et L;n, étant connexe et contenu
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dans F),-, doit étre contenu dans L. Il existe donc un unique v~ € M, tel
que F,- N Q> N Xpp1 # 0, celui tel que Ly C F,—, et si vt est I'élément
correspondant de M,F, alors Q,bl N Xnt1 C F,+, ce qui entraine que @, N
Xn+1 C Un+1.

Supposons d’abord que mjl = 1. Soit G la réunion de Gn|Xn+1 et de
F,+ N X,41. Le nerf de § se déduit de N(G,) par l’adjonction du 1-simplexe
(v=,vT), donc est un arbre. Puisque Q, N X, 41 C Uffl, G est un raffi-
nement spécial de .7:”+1|Xn+1 vérifiant (II) de la définition de la condition
Prnt1(Tht1). Puisque mil = 1, il existe pp € m, (\1) = 7, ()\,;) tel que
C,oNL1 # 0. Fixons un point zg € Q. L’arc [z, qn+1(mo)] est alors contenu
dans Li. Soit T = Tp41 U %0, gni1(20)]. Pour p € M, soit C la. compo-
sante de T N F,, qui contient C/u et soit C,,+ la composante de F,+ N T
qui contient xg. L’ensemble L N T est connexe, rencontre C,, et contient
[xo, Gn+1(0)], donc éuo = L1 N T contient [0, gny1(z0)]. Il en résulte que

(U eM, ) U Cl,+, donc 'arbre T est convenablement placé dans g
et la condltlon Prt1(Thi1) est vérifiée.

Supposons maintenant m), > 1. Fixons e, V et m comme dans (B,,). Nous
pouvons supposer que V N (Q°, UT,11) = 0 et que V vérifie les conditions
(3)-(5) de la section 3 (X et F y étant remplacés par X, 1 et Fpi1). La
remarque 3 nous permet de trouver une famille finie G = {G. |k € K} de
sous-ensembles de X, ;1 dont le nerf est un arbre et telle que, pour une
fonction convenable £ : K — Apt1, Gy soit ouvert et fermé dans F(,.) N
Xnt1 et que le fermé Q = Xpp1 \ Uper Ge N Ug(:)l soit contenu dans V.
Nous pouvons en outre supposer que G recouvre X, 11 (remarque 2). Nous
pouvons aussi trouver un arbre T contenu dans X, 1 et contenant 7)1
qui est convenablement placé dans G ; soient {Cy |k € K} les composantes
distinguées des G, N'T.

Puisque V N Qb =0 et que Q, N U;LH = () pour A € M, nous avons
Qn C U{G.NUM [E(k) = v} Sik € &1 (vT) et siy € Cy, alors, un
argument utilisé dans la démonstration du lemme 7 garantit que, pour tout
i < my, il existe k; € £ o Hg}rl()\i) tel que [y, gn(y)] N L; C Cy,.

Il existe py € m, 1()\;1) tel que Cy, C L. Cela résulte de la définition

de m}, lorsque mh < my, et Ay = N (z € Q). Lorsque mh = my + 1,il
n’existe pas d’indice pu € 1(/\mn) tel que Cy C L, et A, est I'élément
distinct de A, tel que Ly, NTh41 C F Ve Dans ce dernier cas, py est
Pélément de 7T*1()\" ) tel que F),, contienne Ly, NTy41, et Cy, contient un
point zx n’appartenant pas a J{F)[A € A, \ {\}}} (& moms que T4 =
Cuys
pas a F pour A € Apyq1 \ {p4}-

Il existe ky € £ (ug) tel que Cuy CCyy. S mh = my + 1, cela résulte
du fait que py est le seul élément de Aj,41 tel que F),, contienne zy. Si

mais alors A, = {A\}, A, }, et ce cas est tr1v1al), et zyx n’appartient
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mIL < m,, alors )\Z& = A, et, comme nous I'avons remarqué plus haut, il
n

existey € T et ky € 5*1(6;_%1()\7%2)) tels que [y, ¢n(y)] NL, .+ CC,; alors,
Cﬁ# = LmL NT contient CM# = Lml NIy

Soit N le sous-complexe plein de N (G) engendré par les sommets distincts
de k. Tous les k € K tels que £(k) = vT sont contenus dans une seule
composante Z de N. En effet, si £(k) = vT et si y € O, alors il existe

k1€ &L oe;rl()\l) tel que [y, gn(y)|N Ly C Cy,, et Cy; = L1 NT ne dépend
.I.

pas de k; puisque, ou bien m,, > 1, ou bien m,, = 1 et m;, = 2, nous avons
(A1, L1) # (Mg, L), donc k1 # k4, et Z est la composante de N contenant
K1. Soit Kz 'ensemble des sommets de Nz et k7 le sommet de Nz adjacent
a ky. Nous avons 0,41 0 {(ky) = Aty €t Cw, = L, NT;en effet, si
K appartient a & 1(vh) et y & Ok, alors, puisque (A\;, L;) # ( ;&,LZ%) pour
1< mn, I'élément x; de €1 09n+1()‘i) tel que [y, gn(y)]NL; C Cy, appartient
a Kz, d’ou l'affirmation puisque [y, ¢n(y)| N L, + _ N LY # 0.

Posons Ty = U%Kz Cy ; c’est un sous-arbre de T' tel que Tz N Cy, # 0,
donc l'arc [u,v] irréductible entre Tz et T,,11 est contenu dans Cy,,. Alors
T = Thi1 U TZ U [u, v] est un sous-arbre de T'. Posons K = M, U Kz, et
définissons € : K — Aty par E|M,, = id et £|K; = €|Kz. Pour i € M,
soit C la composante de TﬂF qui contient C), et, pour k € Kz, soit C la
composante de N G qui contient Cy. Les C), avec p € M,, recouvrent T}, 41,
et les C, avec k € Kz recouvren:c\ Tz ; comme en outre [u,v]| est contenu

dans C’M#,

Soit N l’arbre obtenu en rajoutant le 1-simplexe (g, k) a la réunion

nous avons T = |, _p Cx.

disjointe de N (Q) et de Nz. Pour tout & € K, nous construirons un fermé
G,{, qui contient C et est réunion de composantes de F, oK N X,41, de fagon

que Xp1 = Uicp Gz N Ug(:)l et que le nerf de la famille G =

soit isomorphe a ’arbre N. 11 en résultera que X1 vérifie les conditions
(I) et (IT) de la propriété Ppi1(Tht1)-
Puisque G recouvre X,,;1, 'ensemble

0=Gu,\ |J Gu=Xan1\ | Gx

KF Ky KFRy

est ouvert dans X, 1. Pour z € Q, N X,41, nous avons L} C L1 C G,
donc la composante D de X, 11\ O qui contient 77 contient aussi Q,, N X;41.

Si p appartient a My, \ {p4}, alors C, N D = (). En effet, si « appartient
a C, N D, alors I'arc de T, 1 C T irréductible entre z et C,,, = Cy,, N Th41
doit contenir un point z de Gy, \U,ﬂén1 G, et il existe y/ € M, et K € K
tels que z € Cy N Cyr, d'olt (k) = ' et Cp = Cy N Tj41. Comme T est
convenablement placé dans G, nous avons ' = k1, d’ott 7, (¢) = 011 (1) =
On+10&(Kk1) = Aml—l’ et Cpy CCy C LmZ, ce qui contredit la définition

de m};

717
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Nous pouvons supposer que les ensembles D et () sont disjoints. En effet,
si ¢ appartient & DN Q et x a @, N X, 11, alors larc [c, d] irréductible entre
c et la composante de [z, g, ()] \ O qui contient x, est contenu dans D, et
[¢; gn(c)] = [c,d]Ud, gn()]. Si d n’appartient pas & Cy,, il existe i < m), tel
que L; N [d, gn(z)] \ U{F) | A € An \ {\i}} # 0, et il existe j < m(e,T),) tel
que (i, L;) = (], L§,,), en contradiction avec (By,). Sid € Cy,, et ¢ ¢ LY,
ilyaunj < m(eT,) tel que (X,,L5,) # (N}, L) et LS, N Cy, # 0;
comme (A],, LS,) # (/\mL—l’ Lml—l) larc irréductible entre L, et d, qui
est contenu dans [c,d], rencontre O, ce qui est absurde. Supposons enfin

que c appartienne a L, C Gy, ; puisque ¢ n’appartient pas a G, NU 5"(:1)

py = &(ky) est élément de Anqp tel que ¢ € Fy, \ U[L‘;‘l, Procedons

alors comme dans le cas ou mIL = 1 ci-dessus : rajoutons a G un sous-

ensemble ouvert et fermé convenable de F), 40N Xp41 contenant L;; N Xn+1,
et a T' larc [c, ¢n+1(c)] C L7, ; apres cette modification, le sous-ensemble Q)
correspondant est disjoint de L.

Puisque Gy, est ouvert et fermé dans Fg(,,), 'ensemble GHﬂUg(:)l est ouvert

dans X, 41 pour tout k € K. Comme D est disjoint de @), il est contenu dans
la réunion des G, N Ug(t)l Comme N(G) est un arbre, DNG, = 0 si k ¢

K'= Kz U{kz}, donc D est contenu dans 'ouvert P = J,cpr Gx N U”(J“)1

Puisque la composante D de X,,+1 \ O est contenue dans 'ouvert P et
disjointe du fermé Q U |J{C, |p € M, \ {px}}, nous pouvons trouver un
sous-ensemble Y de X,,4+1\ O, ouvert et fermé dans X, 41 \ O, contenu dans
P, et tel que D CY et (QUU{Cu|p € My \{pz}}) NY =0. Posons

éﬁszﬂYpour tout k € Kz,
éu = F,\'Y pour tout p € M, \ {px},

éu# = Ly \U{Gx | v € Kz et &(r) = py}-

Si k € Kz, alors G, est contenu dans X, ;1\ O, et é,{ est ouvert et fermé

~

dans Gy, donc aussi dans Fg(,) = Fg(,@)- Pour les mémes raisons, G, est

ouvert et fermé dans F), = Fy,,y pour p € My, \ {px}. Enfin, éu# est ouvert
et fermé dans Fy,,,
Pour k € Kz, C,; est contenu dans Y, donc dans Gm et il en est de méme

de Cm puisque c’est une composante de G, N T. Pour w e My \ {,u#} Cu

. Ve . b
puisque son complémentaire dans F),,, est.

est contenu dans X,41 \ Y, donc C, et C sont contenus dans G Enfin,
puisque T est convenablement placé dans g Cr, NGy = 0 pour tout k€ Kg

tel que {(k) = p4 et, comme Ck,, est la composante de F},,, NT' qui contient
Cluy, elle est contenue dans G ps €6 il en est de méme de C’

Soit & un point de X, 41. Si  n’appartient pas a Y, il n appartlent pas a

n, donc il existe p € el que x € et x appartient a
Q,, donc il exist M,, tel Untl, et ttGmU”(:)l

(méme dans le cas ot i = g, car x n’appartient alors a aucun G,.c avec
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k € Kz). Si x appartient 4 Y C P, il existe k € K’ tel que x € G, N U§n(+)1

Ut etsik = k4, alors x appartient a

£(r)’
F., et ne peut appartenir a aucun G/ tel que k' € Kz et £(k") = py, donc

Si k # K4, alors x appartient a G

n+1
R Uf( )’
Soit G = {G | € K} Comparons N(G) et N. Si x, r’ sont deux éléments

de Kz tels que G.NG,. # (), alors G,NG, # 0 ; inversement, si G,NG s # 0,
alors C,, NCyr # 0 (T est convenablement placé dans G), donc Gy GH # 0.
Un raisonnement analogue montre que si y et p/ appartiennent & M,,, alors
éu N ép/ # 0 si, et seulement si, F, N Fjy # 0. Donc N(g~) ne peut étre
distinct de N que s’il existe kK € Kz tel que k # Kz et Gy N é“# # 0.

Soit kK € Ky tel que k # Kz et CNJH N é## # (). Par définition de é##,
nous avons 5( ) # py. Il n'existe pas d’indice k' # k dans K’ tel que
Gy NG N Gu# # (), car £(x') devrait étre distinct de &(k), donc égal
a Hts et k' serait distinct de kz, or un tel G  est disjoint de G . Soit

il appartient & G~»’ LN U"+1 Nous avons donc Xp1 = U, G N

z €GN Gu#’ et soit L7 la composante de Fj,, N X141 qui contlent T.
Comme G, C P et G, OG’ ﬂG/—@pourm# k' € K’, nous avons
Ly n G, C Ug(:)l Si l’ensemble G, N U”(Jr)l, qui est ouvert dans X, 11, ne
contenait pas L%, sa frontiere (relativement a X, ;1) devrait contenir un
point y de L% ; comme cette frontiere est contenue dans le fermé é,.i C P,
il devrait exister &’ # x dans K’ tel que y € Ug(:,l), d’'ott y € G, ce qui est
impossible. La réunion S, des composantes de F},, N Xp,41 qui rencontrent
éﬁ N é# 4 est donc contenue dans 'ouvert éﬁ N Ugn(:)l Comme Kk # Kz, nous
K Sy est disjoint de
Cu u Nous pouvons donc trouver un sous-ensemble R, de F), L NX,41, ouvert

et fermé dans F),, N X,41 tel que Si C Ry c G, OU”(Jr)letR mé —(Z)

Posons Gj, = G,.C pour & € K\{u#} et soit Gu# = G s \U Ry, la réunion
étant étendue a tous les k € Ky tels que {(k ) = gy et Gu# NG, # 0.

avons GxNG, = () et, puisque @ 4 est contenu dans G

Nous avons encore C’ C G,i pour tout & € K et la définition des R,

garantit - que G 4N CN;,.C = 0 pour tout K € Kz \ {kz}, donc le nerf de la
famille G = {G; K N
G.NU, 7‘(+)1, nous avons

U Ganugil = U GanULL = Xoga.

ReR RE

La famille 6 a donc toutes les propriétés souhaitées, d’ot le lemme. [

Lemme 9. Sile cas (C,) s’applique, alors X, 1 a la propriété Ppi1(Th+1).
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Démonstration. Comme nous ’avons remarqué dans la démonstration du
lemme 8, il existe un unique v~ € M, tel que F,- N Q';L # (), et si v est
I’élément correspondant de M+, alors Q% N X,,11 C F,+.

Fixons e € E,i1. Si X, 41 est un arbre, il a la propriété Ppi1(Tht1)-
Sinon, E, 1 contient un élément ¢’ # e. Si A, 11 ne contient aucun \ tel que
e’ € F)\\U,, alors X,,41 a la propriété Pp,41(T,+1) d’apres ce que nous avons
vu a la section 3. Dans le cas contraire, que nous supposerons, ¢’ appartient
alU,+N(F,-\U,-).

Prenons un voisinage ouvert V de e dans X,y1 tel que VN Fy, = ()
pour A € Apy1 \ {v~,vt}, que X,41 \ V soit connexe et que € ¢ V. La
construction de la section 3 nous fournit une famille finie G = {G |k € K}
de sous-ensembles de X, 1 dont le nerf est un arbre et telle que, pour une
fonction convenable £ : K — A,,41, G soit ouvert et fermé dans F; () N Xn+1

et que le fermé @ = Xpq1 \ Uex G N Ugl(:)l soit contenu dans V. Elle
nous fournit aussi un arbre T' contenu dans X,,+1 et contenant T;,+1 qui est
convenablement placé dans G.

n+1

Puisque €’ n’appartient pas & V, il existe k™ € K tel que €’ € G,.+ ﬂUg(,ﬁ).
Nécessairement, £(k+) = v+. Comme L§, N X,41 est la composante de
Xn+1 N F,- contenant ¢, il doit exister un x~ # £ tel que Le/ NG,.- N
G,.+ # 0; nécessairement £(k~) = v~ L’ensemble G,.+ = G,.+ UUer(L+ N
Xy41) est fermé. Soit G la famille obtenue en remplacant G,+ par G,.+ (sans
changer les autres G). Comme L}, C LS. C G,- pour tout z € Q, ce
remplacement ne change pas le nerf de G, donc T est encore convenablement
placé dans G. Mais maintenant, Q C G+ N U’ "l et la condition (II) de la
propriété Pp1(Th,+1) est aussi vérifiée, d’ou lo lemme O

Ainsi, si 'un des cas (A,,)-(C,) s’applique, nous avons obtenu la contra-
diction souhaitée, et la démonstration s’arréte la. Sinon, deux possibilités
seprésentent.

(Dy) m!, > 0 et m} > ml, + 1.
(E,) ml, =0 et les cas (B,,) et (C,) ne s’appliquent pas.

Nous choisissons alors un point e,+1 € E,11, un voisinage ouvert V1
de en4+1 dans X,,4+1 et un entier my; vérifiant les conditions du lemme 6
relativement & F,,4+1, Xpn+1 et 1,41 selon les regles suivantes :

Si (D,,) s’applique, nous décomposons QN X, 11 = ByU By, ot By et By
sont des ouverts disjoints de V,, N X, 11 tels que BoN Q% # 0 # By NQ°, et
que Lﬁmg n =+ Lfn% n quels que soient x € By et y € B (voir la démonstration
du lemme 7). Comme @, N X,,+1 n’est pas vide, nous pouvons supposer que
B1NQ, # 0. Puisque X1 \ V, est connexe et que By est réunion de
composantes de V,, N X, 11, BoN E, 41 n’est pas vide, et la remarque 5 nous
permet de choisir e, 1 de facon que V,, 41 C By.
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Si (E,) s’applique, alors E, 1\ @, # 0, et nous choisissons V41 de facon

que Vg1 NQ2 = 0.

Pour achever la démonstration du lemme 2, il nous reste a traiter le cas
ou la construction des X, se poursuit indéfiniment. Pour n > 0, soit A, =
pn()\%) € A, et soit L, la composante de F), qui contient L%. Notons que
Jp, est aussi I’arc irréductible entre a et L,,.

Lemme 10. Pour tout n > 0, J, C Jyq1 et, pour tout n > 0 [ay, apy1]
contient un point b, n’appartenant pas o |J{Fx |\ € An \ {\n}}.

Démonstration. Rappelons que nous avons ou bien mjl < my, et ( %, L;@) =
b : T
()\fniﬂn’LfnL,n) pour tout z € @7, ou bien mp = m, + 1, Ay # A7, et

Mn,
L7 contient Ly, . NT, pour tout z € Q';l. Par conséquent, si i < mIL, I’arc

irréductible entre a et L;?’,n, T € QEL, contient a,. Posons i, = mIL — 1.

Le choix de V41 garantit que Q,, \ V41 # 0, donc il existe pug € M, 41 tel

que F,, N U;Lr::-ll (o) 1 (Qn \ Vpt1) # 0. Alors m,11(11p) appartient nécéssaire-

ment & M,7. Siy est un point de C,, la composante de y dans F \+ contient
un point x de Q,b1 et, comme dans la démonstration du lemme 7, pour tout
i < mp, LT, N[y, qn(y)] contient un point n’appartenant pas a [J{Fx |\ €

A \{Nin}}, ce qui entraine I'existence d'un élément p; € 7T;_'1_1(>\‘:in> tel que

[y, an(y)] N L§,, C O, ainsi que d'un p} € ﬂ;_b(ui) tel que Cy, C Cyr.
Pour tout z € X,,11, [2, gnt1(2)] est contenu dans [z, g,(2)]. Il en résulte
que m(z,Th11) < m(z,T),) et que, pour tout i < m(z,T,+1), nous avons
)‘zz,n = 9n+1()‘z'z,n+1) et Liz,n+1 = Lzz,n N Xn+1'
Si le cas (D,,) s’applique, alors m/, < m,, et il découle de ce qui précede
que, pour m), < i < my et z € Vit Lf’n 11 contient la composante dis-

tinguée Cy,, donc my 1 < my,+1, m;, < my,, et il existe i <my, +1 < mL

tel que 9n+1()\:j1) = A, et ngl = L{,, N Xp41. L'inclusion J, C Jp41 en
résulte.

Si le cas (E,) s’applique, alors il existe y € V et j < m(y,T,) tels que
(A, L7,) = (A*, [ L¥, ) pour tout z € Qn. Pout tout z € Va1, nous

]’n7
Yoo 72 : ) 574 y
avons ij = Lj’n, car sinon l’ensemble R des z € V11 tels que ij #*

L%, serait ouvert d’apres la remarque 4 et, comme c’est une réunion de
b

composantes de V.11, RNV, ;1 contiendrait un point e de E, 1. Remplacant
Vpi1 par un voisinage V de e tel que V C R, la condition (B,,) serait
alors vérifiée. Comme L | contient la composante distinguée C, , ou bien
9n+1()\;fr1) = Al et L;;&H = L} ,, N Xn41, ou bien l'arc irréductible entre
L;frl et L rencontre L7 . et Iinclusion J,, C Jp4+1 en résulte.

Les descriptions précédentes montrent que (Ay4+1, Lp+1) # (An, Ly) pour
tout n > 0. Compte tenu des inclusions J,, C Jy11 et de lirréductibilité des
Jn, pour établir I'existence des b, il suffit de vérifier que nous avons aussi
(An+2, Ln+2) # (An, Ly). Cela est évident, sauf dans le cas ou Hn“()\zrl) =



SUR I’APPROXIMATION INTERNE DES DENDROIDES PAR DES ARBRES 27

Afn et L;jl = L7 , N Xnq1. Pour e = epyq, il existe alors un entier

j < me,Ty) tel que (A, L¥ ) = (XS, L5,). Simh = m, + 1, alors
j=me,Tn) et (N, L) # (X5, LS ,,) pour tout j° < mf(e,Tp), tandis

que si m} < my,, alors j < m(e, T},) et L7 = L? = Lf,, Puisque LY

contient Cmnv nous avons Mmp+1 < j, et comme Lin’n contient Cuén’ nous

avons aussi mL +1 < j. Par conséquent, ou bien 0n+1(9n+2(A2#+2)) = XS

- Yi—=1n
ot L;E“ = L%, ,NXnt1, ou bien L;”ﬂij = (). Larelation (Ap42, Lpi2) #
(An, Lp) en résulte. O

D’apres un résultat de Borsuk ([1], lemme 3), la suite croissante d’arcs
{Jn} est contenue dans un arc J C X. Pour un ordre naturel convenable sur
A, nous avons a,, < b, < ap4+1 pour tout n > 1, donc les suites {a,}5°; et
{bn}22, convergent vers un méme point de J.

Pour n > 1, b, appartient a U, , mais n’appartient pas a F), ,, donc
lirréductibilité de I'arc J,,+1 = [a, an+1] entraine que a,4+1 n’appartient pas
a Pouvert Ugnﬂ. Pour A € A, les fermés U, et F) \ U} sont disjoints et,
comme A est fini, il existe § > 0 tel que d(x,y) > § pour tout couple (z,y)
de points de X pour lequel il existe A tel que # € Uy et y € Fy \ U;.
Nous avons donc d(ay,b,) > § pour tout n > 1, ce qui contredit le fait
que les suites {a,} et {b,} convergent vers le méme point, et cette derniere
contradiction acheve la démonstration du lemme 2.

6. RETRACTIONS ET SUITES PROJECTIVES

La notation (X, p!") désignera une suite projective ou X,,, n > 0, est un
espace topologique et p)' : X,,, — X, est une fonction continue pour n < m.
Nous noterons X, la limite de cette suite.

Le théoreme suivant répond a la question 5.7 de [2].

Théoréme 2. Tout dendroide est la limite d’une suite projective (X, ph")
formée d’arbres et de rétractions.

Démonstration. Soit X un dendroide. Choisissons la distance sur X de fagon
que le diametre de X soit strictement inférieur a un. Par récurrence, nous
construirons une suite décroissante de nombres €, > 0, une suite croissante
d’arbres X, contenus dans X et des rétractions r, de X sur X,,.

Posons €9 = 1, prenons pour Xy un point de X, et soit rg I'unique
rétraction de X sur Xy. Soit n > 0, et supposons €,_1, Xn_1 et rp_1
construits. Pour ¢ < n — 1, soit ' = r;0---or,_1 : X — X;. La conti-
nuité uniforme des fonctions r* nous permet de trouver 0 < €, < €,-1/2 tel
que

d(z,y) < €, entraine d(r!"(z),r"(y)) < €;/2" pour tout i <n — 1.

i
Le théoreme 1 nous permet de trouver un arbre X, contenant X, _; et
une ep-rétraction r, de X sur X,,. Posons p]! = 1x, et, pour n < m, soit
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prt o X — Xy la restriction de ' & X,,. Nous obtenons ainsi une suite
projective (X,,,pn') formée d’arbres et de rétractions.
Pour n < j, nous avons d(z,r;j(z)) < €;, d’ott

d(r},(z), " (2)) = d(r), (), 75, (r;(2))) < €n/27,
ce qui entraine que, pour n < i < j et tout x € X,
d(ry,(x),7,(2)) < d(r(2), (@) + -+ d(r) 7 (@), 7 (2))
<en(27 44270 ) < g,.2707D),

La suite {rf}> vérifie donc la condition de Cauchy uniforme, donc
converge uniformément vers une fonction continue f,, : X — X,. Pour
n < m < i, nous avons r? = (r™|X,,) o7l = p™orl , dol, en passant &
la limite, f, = pI* o fi, pour n < m. Les f,, définissent donc une fonction
continue f: X — X.

Comme les p'* sont des rétractions, X, s’identifie au sous-espace de X
formé des points (pg*(x),...,pm_1(z),z,x,...) o x € Xp,. Pourm <n < j
et z € Xy, nous avons 77,(z) = z, dout fu(x) = x. Cela entraine que le
compact f(X) contient X, pour tout m. Mais |J,,_, X est dense dans
X, donc f est surjective.

Soient x, y deux points distincts de X. Puisque la suite {€,} tend vers
zéro, il existe n > 0 tel que d(x,y) > 4e,. Pour ¢ > n, nous avons

d(rn(2),r () = d(r" (@), 7 (2)) < €,.27 "D,

3:01:1 d(ra (), fu(z)) < €271 de méme, d(rn(y), fn(y)) < €271,
d(fn(@), fo(y)) = d(z,y) — d(z,70(2)) — d(y, rn(y))
- d(T’n(JI), fn(x)) - d(rn(y)a fn(y))
> 4e,, — 2¢, — 2.en.2_(”_1) > 0.

La fonction f est donc aussi injective, donc un homéomorphisme de X
sur Xoo. O
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